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АННОТАЦИЯ
Введение. Изучение временных вариаций гравитационного поля Земли представляет собой 
актуальную задачу современной геофизики, особенно в контексте анализа влияния внешних 
и внутренних факторов на силу тяжести. Традиционные подходы к моделированию гравитаци-
онного поля основаны на теоретически заданных предпосылках, что ограничивает их приме-
нимость в условиях высокой вариативности геодинамических процессов.
Цель. Разработка и апробация инновационного подхода к построению математических мо-
делей временных изменений гравитационного поля, не опирающегося на заранее заданные 
теоретические модели, а базирующегося на эмпирических данных и феноменологическом опи-
сании случайных процессов.
Материалы и методы. Экспериментальная часть исследования была реализована на фунда-
ментальном гравиметрическом пункте «Ледово» с использованием группы гравиметров раз-
личных типов. Проведены инструментальные измерения вариаций силы тяжести. Для анализа 
полученных данных использовались спектрально-статистические методы и преобразование 
Фурье. Особое внимание уделено сравнению показателей, зарегистрированных различными 
приборами. Дополнительно применялась процедура оптимального линейного сглаживания 
(ПОЛС) для построения обобщенной модели гравитационных вариаций.
Результаты. Анализ показал высокую степень согласованности измерений: коэффициент кор-
реляции между гравиметрами ГНУ-КВ и CG-6 превысил 0,9, что подтверждает идентичность их 
спектральных характеристик и надежность данных. При этом установлено, что однозначное ма-
тематическое описание вариаций затруднено из-за влияния слабоизученных геодинамических 
и случайных факторов. Построенная модель, основанная на ПОЛС, позволяет совместить эле-
менты известных теоретических построений с учетом влияния «гостевых» процессов — внеш-
них и локальных факторов неясной природы.
Заключение. Предложенный безмодельный подход и использование процедуры оптимального 
линейного сглаживания открывают новые возможности для более точного и гибкого описа-
ния временных вариаций гравитационного поля Земли. Разработанный методический подход 
может быть полезен при дальнейшем изучении геофизических процессов и развитии методов 
мониторинга изменений гравитационного поля.

Ключевые слова: временные колебания силы тяжести, вариации гравитационного поля, 
гравиметры, математические модели, феноменологическое моделирование, безмодельный 
подход, спектрально-статистический анализ, корреляция
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ABSTRACT
Background. The study of temporal variations in the Earth’s gravity field is a pressing challenge 
in modern geophysics, particularly in the context of analyzing the impact of external and internal 
factors on the gravity force. Conventional approaches to modeling the gravity field are based on 
predefined theoretical assumptions, which limits their applicability under conditions of high variab-
ility of geodynamic processes.
Aim. To develop and test an innovative approach to constructing mathematical models of temporal 
gravity field variations, which employs empirical data and a phenomenological description of ran-
dom processes rather than relies on predefined theoretical frameworks.
Materials and methods. The experimental part of the study was carried out at the Ledovo funda-
mental gravity station using a set of gravimeters of various types. Instrumental measurements of 
gravity variations were performed. The collected data were analyzed using spectral and statistical 
methods and Fourier transforms. Special attention was given to comparing readings recorded by 
different instruments. Additionally, an optimal linear smoothing procedure (OLSP) was applied to 
construct a generalized model of gravity field variations.
Results. The analysis revealed a high degree of consistency between measurements: the correla-
tion coefficient between GNU-KV and CG-6 gravimeters exceeded 0.9, confirming the similarity of 
their spectral characteristics and the reliability of the recorded data. At the same time, the study 
showed that an unambiguous mathematical description of gravity variations is complicated by 
the influence of poorly understood geodynamic and random factors. The model based on OLSP 
enables the integration of elements from known theoretical models with consideration of “guest” 
processes, i.e., external and local factors of uncertain nature that affect the observed gravity 
variations.

https://www.elibrary.ru/JSULIZ


78
Proceedings of higher educational establishments 
Geology and Exploration
2025;67(2):76—94

ГЕОФИЗИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПОИСКОВ И РАЗВЕДКИ / 
GEOPHYSICAL METHODS OF PROSPECTING AND EXPLORATION

Conclusion. The proposed model-free approach, along with the use of the optimal linear smoothing 
procedure, offers new possibilities for a more accurate and flexible description of temporal gravity 
field variations. The developed methodological approach may prove valuable in further geophysical 
research and in advancing methods for monitoring changes in the Earth’s gravity field.

Keywords: temporal gravity fluctuations, gravity field variations, gravimeters, mathematical 
models, phenomenological modeling, model-free approach, spectral-statistical analysis, 
correlation
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1. Введение и постановка задачи
Колебания, постоянно регистрируемые на по- 

верхности земной коры, являются результатом 
как природных, так и техногенных процессов. 
В последние годы наблюдается возросший интерес 
к изучению длинноволновых компонентов потен-
циальных полей, в частности к исследованию вре-
менных вариаций силы тяжести. Это связано с тем, 
что с изменением климата наблюдается не только 
увеличение уровня Мирового океана, но и локаль-
ные деформации на поверхности Земли, что при-
водит к изменению силы тяжести. Периодические 
изменения значений силы тяжести можно зара-
нее вычислить путем использования различных 
способов [11, 13, 14]. Для изучения измене-
ния силы тяжести из-за регионального поднятия 
в Фенноскандии [17] в течение более пяти лет 
применялся комплекс геофизических и геодезиче-
ских методов. В него входили наряду со спутни-
ковой информацией, непрерывной информацией 
GPS-наблюдений, данных приливных станций ин-
формация об абсолютных измерениях более чем 
в 30 пунктах Скандинавии. Были созданы соот-
ветствующие методики для сравнения результа-
тов разных методов наблюдения. В результате была 
оценена точность работы каждого метода и дока-
зано локальное поднятие земной поверхности это-
го региона. Оценка взаимосвязи гравиметрических 
измерений с геодезическими изменениями прово-
дилась и в нашей стране [8]. Инструментальные 
измерения колебаний силы тяжести, полученные 

относительными гравиметрами, также предостав-
ляют ценные данные для решения ряда фундамен-
тальных и прикладных задач в геофизике, вклю-
чая мониторинг землетрясений, вулканической 
активности и изменения распределения масс вну-
три Земли [12].

Надежные гравиметрические, сейсмометриче-
ские, метеорологические и прочие сопутствую-
щие измерения являются необходимой основой, 
способствующей разработке динамических моде-
лей и улучшению прогностических методов [1, 2].

Целью данной работы является разработка 
и применение математических моделей для описа-
ния временных вариаций гравитационного поля 
Земли, а также оценка эффективности предложен-
ного подхода на основе экспериментальных дан-
ных. Для достижения этой цели в работе решаются 
следующие задачи:

1. Проведение инструментальных измерений 
колебаний силы тяжести с использованием груп-
пы гравиметров различных типов.

2. Обработка и анализ полученных данных 
с применением спектрально-статистических мето-
дов и преобразования Фурье.

3. Оценка корреляции между измерениями раз-
личных гравиметров для подтверждения их иден-
тичности и надежности.

4. Разработка общей модели вариаций грави-
тационного поля, основанного на инструменталь-
ных гравиметрических измерениях, учитывающей 
влияние случайных «гостевых» процессов.

https://www.elibrary.ru/JSULIZ
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Структура работы включает описание прове-
денного эксперимента и методов обработки дан-
ных [4], анализ полученных результатов, построе-
ние и оценку математических моделей, а также 
выводы и рекомендации для дальнейших иссле-
дований. Полученные результаты демонстри-
руют высокую корреляцию между гравиметра-
ми ГНУ-КВ и CG-6, подтверждая идентичность 
их спектральных характеристик и надежность 
в регистрации вариаций гравитационного поля. 
Однако анализ также выявил сложности одно-
значного математического описания вариаций 
силы тяжести из-за влияния неучтенных случай-
ных факторов, что подчеркивает необходимость 
дальнейших исследований и разработки более 
сложных комплексных моделей.

2. Описание экспериментов и обработка данных
2.1. Гравиметрический пункт
Исследования проводились параллельно с по-

стоянно действующим комплексом геофизической 
аппаратуры, установленным Институтом физики 
Земли им. О.Ю. Шмидта Российской академии наук 
(ИФЗ РАН) на постаменте Фундаментального гра-
виметрического пункта «Ледово». Данный пункт 
находится в помещении гравиметрической лабо-
ратории корпуса экспедиционной базы ИФЗ РАН, 
расположенном в 300 метрах от Щелковского 
шоссе. Постамент Фундаментального гравиметри-
ческого пункта «Ледово» представляет собой бе-
тонный параллелепипед с размерами 7,3 м в длину, 
1,1 м в ширину и около 4 м в глубину. Постамент 
не соприкасается с полом помещения, что мини-
мизирует влияние вибраций и других механиче-
ских помех на измерения.

2.2. Используемые приборы
В комплексе геофизической аппаратуры ис-

пользуются гравиметрические приборы раз-
личных типов, действующие на одних и тех же 
физических принципах и обладающие общим ча-
стотным диапазоном. Расположение всех грави-
метров на одном геофизическом постаменте поз-
воляет считать зарегистрированные инерционные 
помехи идентичными по происхождению [1, 2]. 
Несмотря на это, различные типы гравиметров от-
личаются конструктивными особенностями упру-
гих систем, что влияет на их точностные характе-
ристики [6]. Давление, температура, дрейф нуля 
при данных измерениях не оказывают значитель-
ного влияния на результаты измерений.

При проведении эксперимента использовались 
следующие гравиметры:

• CG-6 Autograv: автоматизированный относи-
тельный гравиметр последней серии компании 
Scintrex, отличающийся высокой точностью и на-
дежностью;

• CG-5 Autograv (CG-350, CG-351): автоматизи-
рованные относительные гравиметры, зарекомен-
довавшие себя как исключительно надежные при-
боры за десятилетие эксплуатации;

• ГНУ-КВ: кварцевый гравиметр, широко исполь-
зуемый для гравиразведочных работ в Советском 
Союзе и по настоящее время.

Гравиметры нового поколения CG-5 и CG-6 осна-
щены чувствительными емкостными индикатора-
ми малых перемещений, что позволило упростить 
кварцевую систему, уменьшить ее размеры, сде-
лать неастатизированной и значительно повы-
сить точность измерений [5]. Кроме того, осна-
щение гравиметров блоками компьютерной 
обработки позволяет вводить вычисленные по-
правки в показания прибора в режиме реально-
го времени, существенно снизив влияние по-
мех и обеспечив точность измерений порядка 
0,001 мГал. Автоматическое снятие показаний 
и непрерывная дискретизация данных минимизи-
ровали ошибки оператора

Гравиметр ГНУ-КВ был адаптирован для реги-
страции вариаций гравитационного поля с ис-
пользованием видеокамеры в качестве ключево-
го элемента процесса цифровизации показаний. 
Это инновационное решение позволяет с высо-
кой точностью фиксировать и детально анализиро-
вать вариации гравитационного поля, в том числе 
амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) [3, 9].

2.3. Процедура измерений
В рамках исследования был использо-

ван трехчасовой интервал наблюдения груп-
пой из четырех гравиметров: ГНУ-КВ, SCINTREX 
CG-5 (CG-350 и CG-351), и SCINTREX CG-6. Все 
временные ряды были приведены к единой систе-
ме отсчета с использованием единого масштаби-
рования, обеспечив тем самым синхронизацию 
данных между различными гравиметрами Xnorm = 
[X – min(X)] / [max(X) – min(X)].

2.4. Обработка данных
Традиционные методы математического моде-

лирования временных вариаций гравитационного 
поля сталкиваются с рядом ограничений, связан-
ных с высокой сложностью учета множества факто-
ров, влияющих на колебания земной поверхности. 
В связи с этим в данной работе предлагается без-
модельный подход, основанный на использовании 
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феноменологических моделей для подгонки экс-
периментальных данных. Такой подход позволяет 
эффективно описывать динамические свойства 
сложных систем даже при отсутствии точных ана-
литических выражений для всех влияющих про-
цессов [7].

Для анализа вариаций гравитационного 
поля была применена комплексная методика, 
включающая спектрально-статистический анализ 
и преобразование Фурье. Известно, что дискрет-
ные значения случайной величины часто соответ-
ствуют процессам, близким к нормальному зако-
ну распределения [12].

Коэффициент корреляции Пирсона был ис-
пользован для оценки степени линейной зави-
симости между временными рядами измере-
ний различных гравиметров. Формула для расчета 
коэффициента корреляции представлена ниже:

   

(1)

где rxy  — коэффициент корреляции (или, ины-
ми словами, коэффициент корреляции Пирсона) 
между переменными x и y измеряет степень ли-
нейной зависимости между ними (от -1 до 1), x 

и y — наблюдаемые значения переменных, x и y — 
средние значения переменных x и y.

На рисунке 1 представлены результаты изме-
рений (исходные кривые) вариаций гравитаци-
онного поля 4-х гравиметров. По оси ОХ — время, 
по оси ОУ отложены безразмерные и нормирован-
ные амплитуды.

Низкие значения коэффициентов корреляции 
указывают на слабую линейную зависимость меж-
ду временными рядами, что может быть связано 
с различиями конструктивных схем и технологий 
компенсации сползания ноль-пункта.

Для преодоления ограничений временного 
анализа была выполнена обработка сигналов 
в частотной области с использованием амплитуд-
но-частотных характеристик (АЧХ). Этот подход 
позволяет сравнивать спектральное содержание 
сигналов и выявлять скрытые закономерности 
и взаимосвязи в частотной области.

2.5. Спектральный анализ
Для всех временных рядов были вычислены 

Фурье-спектры (рис. 2), соответствующие каж-
дому гравиметру в той же последовательно-
сти, что и на рисунке 1. На этих графиках пред-
ставлены только модули амплитуд, а фазовые 

Рис. 1. Результаты измерений (исходные кривые) вариаций гравитационного поля для всех 4-х гравиметров: 
а — ГНУ-КВ; б — CG-5-350; в — CG-5-351; г — CG-6
Fig. 1. Results of measurements (initial curves) of variations in the gravitational field for all 4 gravimeters: a — GNU-
KV; б — CG-5-350; в — CG-5-351; г — CG-6

в

а

г

б
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характеристики всех приборов и анализ их зави-
симости являются предметом будущего отдельного 
исследования.

CG-5 (CG-350 и CG-351) демонстрируют вы-
сокое совпадение АЧХ по амплитудным харак-
теристикам, что объясняется их конструктивной 
идентичностью и одинаковыми заводскими меха-
низмами регистрации (рис.2б и в).

В данной работе анализ АЧХ ограничивает-
ся только для пары приборов ГНУ-КВ и SCINTREX 
CG-6, так как SCINTREX CG-6 является базовым 
прибором при регистрации вариаций гравита-
ционного поля на фундаментальном гравиметри-
ческом пункте «Ледово». Из визуального анали-
за распределения АЧХ для пары приборов ГНУ-КВ 
и SCINTREX CG-6 наблюдается хорошее совпа-
дение модулей амплитуд АЧХ по частотным ха-
рактеристикам (рис. 3б). На этих графиках пред-
ставлены только модули амплитуд, а фазовые 
характеристики всех приборов и анализ их зави-
симости являются предметом будущего отдельного 
исследования.

При детальном рассмотрении распределе-
ния АЧХ (табл. 2) для пары ГНУ-КВ и SCINTREX 
CG-6 по отдельным участкам (дробная корреля-
ция) выявлено хорошее совпадение как по ам-
плитудным, так и по частотным характеристикам 
для отдельных интервалов частот.

Анализ таблицы 2 показывает, что корреляции, 
выделенные черным цветом, отражают различную 
степень близости сравниваемых случайных после-
довательностей, вычисленную по формулам (4), 
приведенным ниже. Наиболее близкими между 
собой являются пары 6 и 10, выделенные синим 
цветом.

2.6. Обобщенные корреляционные методы
В данной работе использовались как традици-

онная формула Пирсона (1), так и обобщенные 
корреляционные методы, позволяющие учитывать 
сложные зависимости между временными ряда-
ми. Они рассмотрены в недавней монографии 
[7]. В частности, были введены понятия внешних 

Рис. 2. Результаты анализа спектральных характеристик исходных данных
Fig. 2. Results of the analysis of spectral characteristics of the original data

в

а

г

б

Таблица 1. Коэффициенты корреляции Пирсона между 
временными рядами гравиметров

Table 1. Pearson correlation coefficients between 
gravimeter time series

Пары гравиметров Коэффициент корреляции (r)
ГНУ-КВ и CG6 0,0285

ГНУ-КВ и CG5 350 0,0072

ГНУ-КВ и CG5 351 0,1010

CG5 350 и CG6 -0,0011

CG5 351 и CG6 0,0138
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и внутренних корреляций, описываемые формула-
ми (2) и (3) соответственно.

Формула (2). Внешняя корреляция

  

(2)

Формула (3). Внутренняя корреляция

 

 
(3)

Таблица 2. Корреляционные параметры для пары гравиметров ГНУ-КВ и SCINTREX CG-6
Table 2. Correlation parameters for a pair of gravimeters GNU-KV and SCINTREX CG-6

№ Начало 
интервала, Гц

Окончание 
интервала, Гц

Внешняя
корреляция

Корреляция
Пирсона

Внутренняя 
корреляция

P1

Внутренняя
корреляция

Р2
1 0,05590 0,08258 0,33473 0,98049 0,94881 0,15364

2 0,08267 0,10935 0,32643 0,99127 0,85045 0,00000

3 0,10944 0,13612 0,38338 0,98470 0,93284 0,85085

4 0,13621 0,16290 0,58811 0,99259 0,93256 0,01125

5 0,16299 0,18967 0,37541 0,99579 0,68148 0,04431

6 0,18976 0,21644 1,19763 0,98571 0,94924 0,94979
7 0,21653 0,24321 1,28613 0,98712 0,76093 0,31125

8 0,24330 0,26998 1,23011 0,96287 0,17545 0,00674

9 0,27007 0,29676 0,44237 0,98776 0,78783 0,00000

10 0,29685 0,32353 0,27078 0,99391 0,93034 0,93034
11 0,32362 0,35030 0,22353 0,99557 0,36756 0,00000

12 0,35039 0,37707 0,16741 0,99742 0,91899 0,72916

13 0,37716 0,40385 0,24591 0,99913 0,90147 0,12485

14 0,40394 0,43062 0,29635 0,99941 0,94617 0,58750

15 0,43071 0,45739 0,37903 0,99260 0,91759 0,74302

16 0,45748 0,48416 0,45718 0,99950 0,97730 0,63309

17 0,48425 0,51094 0,25679 0,99607 0,82016 0,00000

18 0,51103 0,53771 0,41669 0,99171 0,80994 0,02425

Рис. 3. Сравнение АЧХ гравиметров: а — сравнение SCINTREX CG-350 и CG-351; б — ГНУ-КВ и CG-5
Fig. 3. Comparison of the frequency response of gravimeters: a — comparison of SCINTREX CG-350 and CG-351; б — 
GNU-KV and CG-5

а б
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В главе 9 монографии [7] объясняется, что кор-
реляции в современной математической статисти-
ке являются относительными. Помимо традици-
онного коэффициента корреляции Пирсона (1), 
существуют два основных типа корреляций: внеш-
ние и внутренние.

Формула (2) используется для определения 
пересечения двух случайных кривых. Если эти 
кривые пересекаются, то значение внешней кор-
реляции Ext(y1,y2) будет находиться в диапазоне 
от 1 до 2. Если пересечений нет, то Ext(y1,y2) будет 
в диапазоне от 0 до 1.

Внутренние корреляции, показанные в по-
следних двух столбцах таблицы 2, рассчитывают-
ся по более общей формуле (3). В этой формуле 
gn(j) и fn(j)  — это две нормированные функции 
в диапазоне от 0 до 1. Диапазон моментов охваты-
вает широкий интервал (e–r, er), и для их полного 
охвата достаточно выбрать r = 10.

Анализ обобщенной корреляционной функ-
ции дробных моментов (ОКФДМ) (3) показывает, 
что функция в диапазоне от 0 до 1 имеет две важ-
ные инвариантные точки (появляющиеся для всех 
сравниваемых функций): минимальную точку (М) 
и точку выхода на плато справа (Lm). Эти две точ-
ки позволяют определить значения корреляций 
на всей совокупности моментов в интервале (e-r, 
er). Эти значения обозначены как P1 и P2 и при-
ведены в таблице 2. Они рассчитываются по фор-
муле (4):

  

(4)

Из таблицы 2 видно, что коэффициент корре-
ляции Пирсона дает завышенные значения кор-
реляции, а параметры P1 и P2  — заниженные. 
Настоящие корреляции достигаются, когда внеш-
няя корреляция Ext(y1,y2) превышает единицу, 
а внутренние корреляции P1 и P2 близки к мини-
мальному значению M. Полное совпадение двух 
кривых происходит, когда Ext(y1,y2) = 2 и М = 1. 
Анализ этих параметров позволяет оценить сте-
пень корреляции сравниваемых кривых gn(j) 
и fn(j). Из таблицы 2 видно, что только пары 6 и 10 
соответствуют этим требованиям.

2.7. Модели аппроксимации
Для понимания механизма влияния внешних 

процессов на вариации гравитационного поля 
необходимо найти математическую функцию, зна-
чения которой максимально приближены к экс-
периментальным гравиметрическим данным. Это 
достигается с помощью аппроксимации дан-
ных эмпирическими функциями. Аппроксимация 
позволяет изучать числовые характеристики 
и свойства объекта, сводя задачу к анализу более 
простых математических моделей. Процесс ап-
проксимации заключается в построении функции, 
которая наилучшим образом соответствует исход-
ным данным с минимальной погрешностью.

2.8. Критерии выбора модели аппроксимации
Выбор модели аппроксимации определяется ми-

нимизацией ошибки на всем диапазоне исходных 
данных и максимизацией коэффициента детерми-
нации R2. Коэффициент детерминации R2 измеря-
ет, насколько хорошо модель объясняет вариации 
данных, и рассчитывается по следующей формуле:

 R2 = 1 – D[y] / D[y ↑ x], (5)

где D[y]  — дисперсия зависимой переменной y, 
D[y ↑ x]  — условная дисперсия y при заданных 
факторах x (дисперсия ошибки модели).

Таким образом, цель аппроксимации  — по-
строить математическую модель, максимально 
приближенную к «идеальной» модели, которая 
воспроизводит измеренные данные с минималь-
ными ошибками и высокой достоверностью.

При выборе подходящей аппроксимирующей 
функции необходимо учитывать параметры, наи-
более точно описывающие зависимость между 
изучаемыми величинами. Из нескольких подходя-
щих вариантов выбирается та функция, которая 
обеспечивает максимальное значение R2 и мини-
мальную погрешность на всем диапазоне данных. 
Оценка качества моделей проводится на осно-
ве баланса между точностью аппроксимации 
и простотой вычислительной конструкции модели.

2.9. Рассмотренные модели аппроксимации
Для дальнейшего анализа были рассмотре-

ны следующие модели аппроксимации исходных 
данных:

1. Полиномиальные аппроксимации
2. Фурье-аппроксимации
3. Экспоненциальные аппроксимации
Представленные модели не охватыва-

ют все возможные варианты, но являются 
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наиболее распространенными и простыми для ап-
проксимации наборов исходных данных.

Статистические показатели оценки моделей
Для оценки эффективности моделей использо-

вались следующие статистические показатели:
• коэффициент детерминации (R2): измеряет 

степень достоверности аппроксимации между мо-
делью и исходными данными;

• среднеквадратичная ошибка (RMSE): среднее 
квадратичное отклонение модели от исходных 
данных;

• сумма квадратов ошибок (SSE): общая сумма 
квадратичных отклонений модели от исходных 
данных.

Графическое представление результатов
Для удобного визуального сравнения каче-

ства моделей использовался кросс-плоттинг (диа-
грамма рассеяния). Кросс-плоттинг позволяет 
наглядно сравнить несколько измерений данных, 
отображая их на двух осях и более относитель-
но друг друга. Обычно оси диаграммы линейны, 
но могут быть представлены в логарифмических 
и других (экспоненциальных, квадратичных и др.) 
шкалах.

Анализ кросс-плотов
Кросс-плоты использовались для визуальной 

оценки соответствия модели экспериментальным 
данным. На них откладывались эксперименталь-
ные значения по одной оси и значения модели 
по другой. Идеальная модель соответствует рас-
положению точек вдоль линии под углом 45 гра-
дусов.

Анализ результатов:
Полиномиальная модель 2-й степени
1. Качество модели (R2 и RMSE):
• R2 = 0,8197. Это говорит о хорошем соответ-

ствии модели исходным данным.
• Значение RMSE (среднеквадратичная ошибка) 

равно 0,091497.
• Значение SSE (сумма квадратов ошибок) со-

ставляет 229,7.
• Параметры модели: f(x) = 0,1719 + 4,0450x – 

3,6688x2.
2. Графическое отображение (рис. 4а):

• График демонстрирует, что полиномиаль-
ная модель 2-й степени неплохо подстроилась 
под данные, особенно на начальном и среднем 
участках.

• Однако на концах графика видно, что модель 
отклоняется от фактических значений. Это мо-
жет быть связано с тем, что данные имеют более 
сложное поведение, чем может описать полино-
мом 2-й степени.

Полиноминальная модель 3-й степени
1. Качество модели (R2 и RMSE):
• R2 = 0,9440, что значительно выше по сравне-

нию с предыдущей моделью 2-й степени. Это го-
ворит о том, что модель 3-й степени лучше объяс-
няет вариации в данных.

• Значение RMSE (среднеквадратичная ошибка) 
уменьшилось до 0,051017, что указывает на более 
низкий уровень ошибки по сравнению с полино-
мом 2-й степени.

• Значение SSE (сумма квадратов ошибок) так-
же снизилось до 71,412, что свидетельствует о по-
вышении качества аппроксимации.

2. Параметры модели:
• Модель имеет вид: f(x) = 0,1501 + 5,2306x  – 

10,6823x2 + 6,2094x3.
3. Графическое отображение (рис. 4б):

• Модель 3-й степени лучше подстраивается 
под сложные нелинейные зависимости в данных 
и более точно повторяет тренды.

Полиноминальная модель 4-й степени
1. Качество модели (R2 и RMSE):
• R2 = 0,8364, что ниже по сравнению с поли-

номиальной регрессией 3-й степени. Это говорит 
о том, что увеличение степени полинома привело 
к снижению качества модели.

• Значение RMSE (среднеквадратичная ошибка) 
равно 0,087156, что лучше по сравнению с по-
линомом 2-й степени, но хуже, чем у модели 3-й 
степени.

• Значение SSE (сумма квадратов ошибок)  — 
208,41, что указывает на некоторое улучшение 
в сравнении с моделью 2-й степени, но все еще 
хуже, чем у модели 3-й степени.

2. Параметры модели:
• Модель имеет вид: f(x) = 0,1299 + 6,1593x  – 

18,3722x2 + 23,1825x3 – 10,4337x4.
3. Графическое отображение (рис. 4в):

• Модель 4-й степени демонстрирует хоро-
шие результаты на начальном участке и лучше 
подстраивается под нелинейные зависимости 
на средней части графика. Однако на концах 
диапазона данные начинают отклоняться от ап-
проксимирующей кривой.

Анализ разных моделей Фурье

f(x) = a0 + a1 · cos(x · w) + bi · sin(x · w).
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Частоты для моделей Фурье подбирались мето-
дом параметрической подгонки [10].

• Модель Фурье с 1 гармоникой: R2 = 0,6086, 
RMSE = 0,13482.

Низкий R2 и высокая ошибка указывают 
на то, что одной гармоники недостаточно для опи-
сания зависимости.

• Модель Фурье с 2 гармониками: R2 = 0,7612, 
RMSE = 0,1053. 

 

Увеличение числа гармоник улучшило каче-
ство модели.

• Модель Фурье с 3 гармониками: R2 = 0,7721, 
RMSE = 0,10289

 

Дополнительная гармоника еще больше улуч-
шила соответствие модели, снизив ошибку и уве-
личив R2.

• Модель Фурье с 4 гармониками: R2 = 0,7724, 
RMSE = 0,10282.

 

Увеличение числа гармоник до 4 уже не дало 
значительного улучшения по сравнению с моде-
лью с 3 гармониками.

Оптимальная модель Фурье:
Модель Фурье с тремя гармониками показывает 

наилучшие результаты с R2 = 0,7721 и относитель-
но низким RMSE = 0,10289.

Анализ экспоненциальных моделей
1. Экспоненциальная модель с 1 членом:
• Уравнение: f(x) = a · e(b · x)

• R2 = 0,2405, RMSE = 0,1878
• Модель демонстрирует очень низкое значение 

коэффициента детерминации.
• Высокое значение ошибки (SSE = 967,75) 

указывает на то, что данная модель не подходит 
для описания набора данных.

2. Экспоненциальная модель с 2 членами:
• Уравнение: f(x) = a · e(b · x) + c · e(d · x)

• R2 = 0,7701, RMSE = 0,10331
• Модель значительно улучшает качество ап-

проксимации по сравнению с моделью с 1 членом.
• Значительно возросло значение R2, что гово-

рит о лучшем соответствии данных выбранной мо-
дели.

• Значение SSE снизилось до 292,84, что указы-
вает на более точное описание данных.

• Увеличение в уравнении количества членов 
>2 приводит к значительным усложнениям тех-
нического характера вычислительной конструк-
ции.

Рис. 4. Полиномиальные модели: а — 2-я степень с 
деталями расчетов; б — 3-я степень; в — 4-я сте-
пень
Fig. 4. Polynomial models: a — 2nd degree with calcula-
tion details; б — 3rd degree; в — 4th degreeв

а б
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Экспоненциальная модель с 2 членами являет-
ся более оптимальной, показывает гораздо лучшее 
соответствие данным (R2 = 0,7701) и более низ-
кую ошибку (RMSE = 0,10331). Модель с 1 членом 
слишком проста и не захватывает сложные зависи-
мости в данных на данном интервале исследования.

На основании анализа всех моделей и различ-
ных типов аппроксимации можно сделать следу-
ющие выводы и рекомендации для нашего набора 
данных, где

• X — это спектр ГНУ-КВ,
• Y — это спектр CG-6.

Характеристики данных
• Данные имеют сложные и нелинейные зави-

симости, и на это указывает поведение кривых 
на рисунках 4—6.

• Спектры ГНУ-КВ и CG-6, судя по графикам, 
не имеют простой линейной или экспоненциаль-
ной зависимости. Сложные колебания и измене-
ния трендов указывают на наличие как периоди-
ческих, так и нелинейных компонентов, а также 
имеет место дробная корреляция. Также невоз-
можно учесть все реальные геологические про-
цессы.

Полиномиальные аппроксимации
• Полиномы 2-й и 3-й степени показали хоро-

шее соответствие данным принятой модели.
• Полином 3-й степени продемонстрировал 

наилучшие результаты с R2 ≈ 0,9440 и низким 
значением RMSE = 0,0510, что свидетельствует 
о хорошей подстройке к данным при умеренной 
сложности модели.

Рис. 6. Экспоненциальные модели. а — 1 член; б — 2 члена
Fig. 6. Exponential models. a — 1 part; б — 2 parts

Рис. 5. Гармоники: а — 1; б — 2; в — 3; г — 4
Fig. 5. Harmonics: a —1; б — 2; в — 3; г — 4
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• Полином 4-й степени привел к ухудшению ка-
чества и возможному усложнению модели.

• Полином 3-й степени является оптимальным 
выбором среди полиномиальных моделей для на-
ших данных.

Фурье-аппроксимации
• Модели Фурье использовались исходя из пред-

положения о наличии периодической составляю-
щей в регистрируемых данных:

• Фурье-модель с 3 гармониками показала наи-
лучшие результаты (R2 ≈ 0,7721), что указывает 
на наличие периодических компонентов в данных.

• Увеличение числа гармоник до 4 дало лишь ми-
нимальное улучшение и приводит только к услож-
нению модели.

• Фурье-модель с 3 гармониками достаточно хо-
рошо описывает данные, учитывая их периодиче-
скую составляющую.

Экспоненциальные аппроксимации
• Экспоненциальные модели использовались 

для анализа экспоненциального роста или затуха-
ния:

• Модель с 1 членом имела низкий коэффициент 
корреляции и высокую ошибку.

• Экспоненциальная модель с 2 членами показа-
ла значительное улучшение (R2 ≈ 0,7701) и сни-
жение RMSE, что указывает на наличие экспонен-
циальных зависимостей в исследуемых данных.

• Экспоненциальная модель с увеличени-
ем количества членов > 2 уравнения приводит 

Таблица 3. Результаты анализа всех моделей
Table 3. Results of analysis of all models

Тип модели Уравнение R² RMSE SSE Вывод

Полиномиальная  
(2-я степень) f(x) = p1 · x2 + p2 · x + p3 0,8197 0,0915 229,7

Хорошее соответствие, 
но не захватывает слож-
ные колебания данных

Полиномиальная  
(3-я степень) f(x) = p1 · x3 + p2 · x2 + p3 · x + p4 0,9440 0,0510 71,4

Лучшая аппроксима-
ция среди полиномов. 
Оптимальная модель для 
наших данных

Полиномиальная  
(4-я степень)

f(x) = p1 · x4 + p2 · x3 + p3 · x2 +  
p4 · x + p5 0,8364 0,0872 208,4

Усложнение модели 
привело к ухудшению 
точности по сравнению 
с моделью 3-й степени

Фурье  
(1 гармоника)

f(x) = a0 + a1 · cos(x · w) +  
bi · sin(x · w) 0,6086 0,1348 498,7

Недостаточно для опи-
сания данных с перио-
дическими компонен-
тами

Фурье  
(2 гармоники)  0,7612 0,1053 304,2

Подходит для перио-
дических данных, но 
точность ниже, чем у 
полинома 3-й степени

Фурье  
(3 гармоники)  0,7721 0,1029 290,4

Лучшая Фурье-модель, 
но все еще уступает по-
линому 3-й степени

Фурье  
(4 гармоники)  0,7724 0,10282 290,01

Увеличение числа 
гармоник не привело к 
значимому улучшению 
модели

Экспоненциальная  
(1 член) f(x) = a · e(b · x) 0,2405 0,1878 967,8

Очень низкое соответ-
ствие. Не подходит для 
наших данных

Экспоненциальная  
(2 члена) f(x) = a · e(b · x) + c · e(d · x) 0,7701 0,1033 292,8

Хорошая аппроксимация 
для данных с экспонен-
циальными трендами
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к значительным усложнениям технического харак-
тера вычислительной конструкции.

• Экспоненциальная модель с 2 членами являет-
ся лучшим выбором для захвата экспоненциаль-
ных трендов, если они присутствуют в данных.

Полученные измерения ГНУ-КВ имеют доста-
точно высокую корреляцию с измерениями CG-6. 
Выявлена идентичность спектральных характери-
стик ГНУ-КВ и CG-6.

Если полином третьей степени достаточно хо-
рошо описывает функцию на заданном интервале 
по критерию R2, то использование четырех гармо-
ник Фурье становится избыточным. Полином тре-
тьей степени способен описать функции с максимум 
двумя перегибами, что соответствует его аналити-
ческой структуре. С другой стороны, три гармоники 
Фурье могут создавать до шести перегибов, что из-
лишне для описания функций, которые уже доста-
точно точно аппроксимируются этим полиномом. 
При этом полином третей степени требует меньше 
параметров (четыре коэффициента) по сравнению 
с тремя гармониками Фурье (шесть параметров: три 
амплитуды и три фазы). Это упрощает интерпрета-
цию модели и значительно снижает вычислительную 

нагрузку. Таким образом, если полином обеспечи-
вает достаточно высокое качество аппроксимации 
(R2 ≈ 1), то увеличение гармоник Фурье не добавляет 
значимой точности, а лишь усложняет модель.

Наилучшие результаты для данного интервала 
исследования показали полиномиальные моде-
ли 3-й степени. Фурье-модели также оказались 
полезны, особенно для учета периодических ко-
лебаний, однако полиномиальная модель 3-й 
степени обеспечивает несколько лучшее соотно-
шение между точностью и простотой модели.

2.10. Метод ПОЛС
Помимо традиционных аппроксимаций, описан-

ных выше, можно применить метод ПОЛС (проце-
дура оптимального линейного сглаживания) [16].

Эта процедура весьма гибкая. Формула ПОЛС 
имеет вид:
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Здесь yj, Ysmj (j = 1, 2, … N) — соответственно, 
исходная и сглаженная функции, K(i,j) ядро сгла-
живания, выраженное через функцию Гаусса, а па-
раметр w определяет окно сглаживания. Варьируя 
параметр w, мы можем получить различную сте-
пень сглаживания исходной функции yj, задавая 
коэффициент корреляции Пирсона (1) в интервале 
(0,95—0,99). Заметим, что в предельных случаях 
формула (5) приводит, соответственно, к сред-
нему арифметическому (w >> 1) и когда (w → 0) 
Ysmj ≈ yj, отсутствию усреднения. Еще один суще-
ственный момент применения формулы (6) связан 
с тем фактом, что расчеты по ней линейны отно-
сительно сглаживаемой функции yj , что не приво-
дит к дополнительным ошибкам обработки данных. 
Поэтому применение ПОЛС значительно прибли-
жает нас к построению модели, наиболее близкой 
к «идеальной» модели по минимуму относитель-
ной ошибки и максимальному значению величины 
коэффициента корреляции.

На рисунке 7 графики показывают результат 
применения ПОЛС к исходным данным, пока-
занным ранее на рисунках 2 (слева и по центру) 
и 4. Отличие центрального рисунка (б) от рисунка 
слева (а) состоит в том, что на центральном ри-
сунке оба спектра от гравиметров X (ГНУ-КВ) и Y 
(CG-6) приведены к единому масштабу. Величина 
окна сглаживания w = 0,05. Величина корреляции 
Пирсона между исходными данными и сглажен-
ными спектрами лежит в интервале (0,98, 0,99). 
Наиболее интересен рисунок кросс-плоттинга, по-
казанный справа (рис. 7). Этот рисунок ясно пока-
зывает, что на самом деле эта кривая многозначна 
и состоит из трех ветвей. Именно этим фактом объ-
ясняются не совсем удачные попытки аппроксима-
ции традиционными функциями как полиномами, 
гармониками Фурье и экспонентами.

Чтобы преодолеть этот существенный недоста-
ток, можно упорядочить амплитуды (в порядке 
возрастания слева направо) исходных Фурье спек-
тров и рассмотреть их упорядоченные структуры.

Если упорядочить амплитуды сглаженных 
Ф-спектров (рис. 8), то из рисунка (а), изображен-
ного слева, получатся две упорядоченные кривые, 
изображенные на центральном рисунке. Кросс-
плот этих кривых изображен на крайнем пра-
вом рисунке (в).

Если сравнить рисунки (в), изображенные 
на рисунках 7 и 8, то можно заметить, что много-
значность исчезает и остается крайняя верхняя 
ветвь, поддающаяся точному подгону. Подгон этой 
ветви осуществляется 2-экспоненциальной функ-
цией вида:

 Ysm = A0 + A1 exp(λ1 SXc) + A2 exp(λ2 SXc). (7)

Эта экспоненциальная функция содержит 5 под-
гоночных параметров (A0,1,2, λ1,2). Их значения та-
ковы: A0 = 0,911, A1 = -0,807, A2 = 0,375 · 10-3; λ1 = 

-9,810, λ2 = 5,179.
График подгона этой функцией представлен 

на рисунке 9.
Подгоночная кривая, показанная оранжевой 

сплошной линией, подгоняет значительное число 
измеренных красных точек (N = 27 440) с относи-
тельной ошибкой меньше 1% (рис. 9). Именно эту 
подгоночную функцию можно будет использовать 
в качестве феноменологической модели для опи-
сания нестационарных вариаций гравитационно-
го поля.

Общий вывод из анализа ряда математиче-
ских моделей, рассмотренных выше по аппрокси-
мации вариаций гравитационного поля, сводится 
к тому, что эта задача является достаточно слож-
ной. Возможно, выбор модели должен учиты-
вать, что конечный процесс, определяющий ва-
риации гравитационного поля, состоит из смеси 
стационарных периодических процессов и слу-
чайных процессов неизвестной и неизученной 
природы.

Поэтому вариации гравитационного поля не-
возможно описать математически однозначно 
и аппроксимировать моделью только одного про-
цесса. Имеет место сильное влияние недоучтенных 
и неизвестных случайных факторов процессов. 
Измерения, определяющие вариации гравитаци-
онного поля, являются, скорее всего, квазипери-
одическими. Но такая достаточно строго обосно-
ванная с разных сторон математическая модель 

Рис. 9. Подгоночная кривая феноменологической 
модели
Fig. 9. Fitting curve of the phenomenological model

0,0 0,5 1,0

0,0

0,5

1,0

SXc

SY
c 

an
d 

its
 fi

t r
el

at
iv

el
y 

SX
c

 SYc
 Fit_SYc



90
Proceedings of higher educational establishments 
Geology and Exploration
2025;67(2):76—94

ГЕОФИЗИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПОИСКОВ И РАЗВЕДКИ / 
GEOPHYSICAL METHODS OF PROSPECTING AND EXPLORATION

процесса, описывающая вариации гравитаци-
онного поля, в настоящее время отсутствует.

В работе [15] был предложен теоретический 
подход (подкрепленный также эксперименталь-
ными данными) для описания сложных моделей, 
связанных с квазипериодическими измерениями. 
Из этой теории следует важный вывод, связанный 
с тем, что каждый набор квазипериодических из-
мерений может иметь две подгоночные функции: 
(а) связанную с предлагаемой моделью и (б) свя-
занную с учетом влияния неконтролируемых фак-
торов.

Общая модель таких квазипериодических из-
мерений является случайной смесью известной 
предполагаемой модели и модели, учитывающей 
влияние случайных «гостевых» процессов (по-
рожденных внешними случайными факторами). 
Такую ситуацию можно определить как проверяе-
мый принцип частичной корреляции (ППЧК) [15]. 
Таким образом, на основе этого принципа мож-
но будет получить общую математическую модель 
(определяемую как промежуточная модель — ПМ). 
Поскольку эксперимент, проводимый с этим на-
бором переменных, является однофакторным, 
предполагается, что другие контролируемые 
переменные, влияющие на функцию отклика, 
не изменяются (или их влияние является малым) 
в некотором диапазоне их значений во время од-
нофакторного эксперимента. В результате можно 
получить общую подгоночную функцию, представ-
ленную в упрощенной форме в виде отрезка ряда 
Прони [16] — которая содержит достаточно малое 
число подгоночных параметров.

Только увеличение числа повторных измерений 
позволит уменьшить влияние случайных ошибок 
и неконтролируемых факторов, приближая по-
тенциального исследователя к правильному по-
ниманию построения модели реального процес-
са. Именно в рамках такой модели, основанной 
на ППЧК, можно будет найти приемлемую для прак-
тических нужд модель, описывающую времен-
ные вариации гравитационного поля. Другими 
словами, чтобы повысить достоверность данных, 
нам потребуется работать с еще большим коли-
чеством экспериментов, которые должны быть, 
по крайней мере, квазивоспроизводимыми 

для выбранного промежутка времени их изме-
рений. Разумеется, такое исследование выходит 
за рамки этой работы (лишь указывающей на не-
возможность описания вариаций гравитационно-
го поля в рамках общепринятых подходов) и будет 
являться уже предметом дальнейшего исследова-
ния.

Выводы
1. Высокая корреляция между гравиметра-

ми ГНУ-КВ и CG-6: анализ измерений показал 
высокую степень корреляции между данны-
ми гравиметров ГНУ-КВ и CG-6, а также выявле-
ны идентичные спектральные характеристики этих 
приборов. Это подтверждает надежность прибо-
ров и точность регистрации временных вариа-
ций гравитационного поля.

2. Сложность математического описания вариа-
ций гравитационного поля: однозначное математи-
ческое моделирование вариаций гравитационно-
го поля в рамках одной модели невозможно из-за 
значительного влияния недоучтенных геодинами-
ческих процессов и других случайных факторов.

3. Предложен новый подход к моделированию 
вариаций гравитационного поля: вариации гра-
витационного поля рассматриваются как случай-
ная смесь известной базовой модели и модели, 
учитывающей влияние случайных «гостевых» про-
цессов, вызванных внешними случайными факто-
рами.

4. Эффективность применения процедуры оп-
тимального линейного сглаживания (ПОЛС): ис-
пользование ПОЛС позволяет создать модель, 
близкую к «идеальной», минимизируя относитель-
ную ошибку аппроксимации и максимизируя ко-
эффициент корреляции Пирсона.

5. Необходимость увеличения числа измере-
ний: для более точного построения модели ре-
ального процесса и снижения влияния случайных 
ошибок и неконтролируемых факторов требует-
ся увеличить количество повторных измерений 
и расширить интервал наблюдений. Это позво-
лит получить более достоверные данные и повы-
сить качество интерпретаций, приближая модель 
к комплексному описанию временных вариа-
ций гравитационного поля.
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